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February 2, 1882. 

THE PRESIDENT (followed by THE TREASURER) in the Chair. 

The Presents received were laid on the table, and thanks ordered 
for them. 

Mr. Henry Francis Blanford (elected 1880) was admitted into the 
Society. 

The following Papers were read:— 


I. “ Snr les Surfaces Homofocales dn Second Ordre.’’ By 
Lient.-Colonel A. Mannheim, Professor in the ficole Poly- 
techniqne. Communicated by Dr, HiRST, F.R.S. Received 
January 19, 1882. 

Un ellipsoide (0) etant donne, on sait qne par nn point qnelconqne 
de Tespace, on pent faire passer trois surfaces du second ordre qui lui 
sont homofocales. La connaissance de rellipsoide (0) entrainant la 
connaissance de ces surfaces homofocales, il existe des liaisons geo- 
metriques entre (0 j et ces surfaces. 

Je me propose d’etablir, parmi ces liaisons, celles qui permettent 
d’obtenir les rayons de courbure principaux des trois surfaces homo¬ 
focales. Pour cela, j’appliquerai d’abord un theoreme que j’ai eu 
rhonneur de communiquer a la Societe Royale (seance du 16 Juin, 
1881) et dont je vais rappeler I’enonce : 

Un angle de grandeur constante, circonscrit d un ellipsoide donne et 
dont le 'plan est normal d cette surface en cliacun des points de contact des 
cotes de cet angle, se dejjlace defagon que son sommet reste sur Vellipsoide 
(E) homofocal d Vellipsoide donne : ce sommet decrit une ligne de cour¬ 
bure de (E). 

Appelons c le sommet de Tangle mobile, c a, c h, ses deux cotes et a 
et b les points de contact de ces cotds avec Tellipsoide (0). L’angle 
a cb n’est autre que Tune des sections principales du cone circonscrit 
a Tellipsoide (0) et dont le sommet est c. Si Ton prend un ellipsoide 
homofocal a (0) et si on lui circonscrit de meme un cone de sommet 
c, on sait qne le plan de Tangle a cb est aussi le plan d’une des 
sections principales de ce cone. 

Appelons c a', c b\ les generatrices qui forment cette section princi- 
pale. On pent de meme considerer une suite d’ellipsoides homofocaux 
a (O) et Ton aura pour chacun d’eux des droites telles que c a, c b. 
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'G a', c h', &G. D’apres ce que nous venons de rappeler, toutes ces droites 
sont dans le meme plan, a oh. 

Par le point c (fig. 1), elevons la droite G perpendiculairemeiit an 
plan a ch, Les droites c a, ch, Q: ferment un triedre, que nous aliens 
entrainer en m^me temps que Tangle a c b et qui reste de grandeur 
invariable pendant le deplacement de cet angle. La droite Gr, ainsi 
entrainee, reste tangente en son point c a la ligne de courbure E 
decrite par ce point. 

La caracteristique du plan de la face (c a, G) est la droite c a, car 
cette droite passe par les points oil cette face touche E et Tellipsoide 
(0). Le lieu des positions du cote c a est alors la surface developpable 
enveloppe du plan (c a, G). Nous appellerons (a) la courbe, lieu des 
points de contact, tels que a, de cette surface developpable et de (0). 

Prenons cette courbe (a) comme directrice d’une normalie a 
Tellipsoide donne. Pendant le deplacement du triedre le plan a c b 
contient successivement une generatrice de cette normalie. Sa 
caracteristique passe alors par le point «, ou il touche cette noi’malie. 
Mais la tangente en a a (a) et la tangente a c sont deux tangentes 
conjuguees relativement a (O) ; le plan a c h est alors un plan central 
de la normalie et le point a est le point central pour la generatrice 
« oc de cette surface. 

Le point a est aussi le centre de courbure de la courbe de contour 
apparent de Tellipsoide (O) projete du point c sur un plan mene en a 
perpendiculairement a c a.^ De meme, en considerant des ellipsoides 
homofocaux a Tellipsoide (O) on aura pour les points a" . . . . des 
•centres de courbure oc', oc" . , . . tels que oc. Tous ces points sont 
aussi sur la caracteristique du plan a c h, c’est-a-dire qu’ils appartien- 
nent a une meme droite. 

Ge que nous venons de dire est applicable aux centres de courbure 
•correspondant aux points h', h" ... . tels que Nous avons alors ce 
theoreme : 

Les centres de courbure des courbes de contour apparent d’une suite d’eL 
■Upsokles homofocaux, projetes coniquement d^mi meme point c sur des 
plans issus des points a, of .... b, b' ... . et perpendiculaires respee- 
Mvement aux tangentes c a, c a' . . . . c b, c b' . . . . qui sont dans 
un meme plan douhlement normal d ces ellipsoides, appartiennent d une 
meme droite. 

Nous appellerons 1 cette droite (fig. 1). Puisque la droite 1 est 
la caracteristique du plan mobile a cb, ei que ce plan reste constam- 
ment normal a la courbe E, nous voyons que : 

La droite 1 est V axe de courbure de la courbe E. 

Et alors:— 

Le point ou elle rencontre la normale en c d Vellipsoide (E) est Tun 
■des centres de courbure principaux de cette surface. 

* Voir mon “ Cours de Greometrie Descriptive,” p. 300 et suivantes. 

2 A 2 
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Eig. 1. 



La coiirbe E est I’intersection de cet ellipso'ide et d’un hyperboloide 
homofocal (D), La clroite 1 rencontre alors la normals en c a cet hyper- 
holokle en un point qiii est nn centre de conrhnre principal de cet 
hyperholdide. 

Nous n’avons considere jusqu’a present que Tangle a c h, section 
principale du cone de sommet c circonscrit a Tellipsoide ( 0 ). Prenons 
maintenant Tautre section principale, oq c 6 ^, de ce cone et supposons 
qu’on deplace le sommet c sur Tellipsoide (E), de fa^on que Tangle 
ai c bj reste de grandeur constante ; le plan de cet angle restanfc toujours 
doublement normal a cet ellipsoide. Le sommet c decrit alors sur (E) 
la ligne de courbure E' de cette surface et en raisonnant comme pre- 
cedemment nous determinons la droite 2 , axe de courbure de E^ 

La droite 2 rencontre an point 7.3 la normals en c d Vellipso'ide (E), et 
an point la normals en c d Vliyperbolo'ide (H) homofocal d (0), et qui 
conpe (E) snivant la, ligne de courbure E'. Les 'points 73 et sont des 
centres de courbure principaux. 

An moyen des droites 1 et 2 nous avons done determine les deux 
centres de courbure principaux 7 ^, 73 de Tellipsoide (E), et le probleme 
de la determination des elements de courbure de cette surface est ainsi 
acbeve, 

II n’en est pas de meme pour les byperboloides (D) et (H). 

Pour cbacune de ces surfaces nous n’avons encore determine qu’uii 
seul centre de courbure principal: occupons nous maintenant de 
determiner les deux autres. 

L’illustre Cbasles, dans son Resume diune theorie des surfaces du 
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second ordre liomofocalesf^ est arrive an theoreme suivant, qn’il enonce 
ainsi: 

JEJtant donnees deux surfaces homofocales A et A' ; si on leur circonscrit 
detm cones ay ant le mime sommet: la courhe de contact de la surface A 
■sera lafocale d\me surface inscribe dans A' suirant la courhe de contact de 
rjclle-ci. 

Appelons (S) la surface ainsi inscrite dans A! et menons par le 
sommet du cone un plan secant. La section faite dans (S) par ce 
plan est doublement tangente a la section faite dans A' par ce m^mo 
plan. Oeci est vrai, quel que soit le plan secant; il en resulte, lorsque 
le sommet du cone vient sur A', que: 

Si Von a une surface du second ordre A et un cone qui lui soit circon¬ 
scrit, la surface du second ordre (S), qui a ^our focale la courhe de con¬ 
tact de A et de ce cone, et qui est tangente au sommet de ce cone d une 
surface homofocale d A, a, avec cette surface en ce point, un contact dto 
troisieme ordre. 

Supposons que le sommet du cone soit dans I’un des plans prin- 
paux de A; la courbe de contact de A et de ce cone, c’est-a-dire la 
focale de (S), est alors rencontree normalement par ce plan principal; 
•ces points de rencontre avec ce plan principal sont alors les foyers de 
la section faite dans (S) par ce plan. Nous sommes alors amenes au 
tbeoreme suivant, qui a deja ete enonce ainsi par M. Faure.f 

Veux coniques homofocales etant donnees, si, d^un point m de Vune, on 
meme deux iangentes d Vautre et que Von trace une conique passant par 
le pomt m et ayant pour foyers ces points de contact, elle aura avec la 
premiere un contact du troisieme ordre au point m. 

Reprenons maintenant rellipsoide (O) et Tellipsoide (E) qui lui est 
homofocal. Projetons ces surfaces sur le plan {a c h) qui est le plan 
d’une section principale de (E). En vertu d’un theoreme connu, les 
lignes de contour apparent de (O) et de (E) sur ce plan sont deux 
>courbes homofocales. Mais la ligne de contour apparent de (E) a, 
pour rayon de courbure en c, le rayon de courbure principal, 072 de 
(E) : on aura done ce rayon 072 en appliquant le theoreme de Eaure. 
Voici la construction qui, sur le plan (a c h') donne ce rayon de cour¬ 
bure: au point u on eleve une perpendiculaire a a c, Du point ou 
cette droite rencontre la normale cr^i^ on eleve une perpendiculaire a 
cette normale. Cette perpendiculaire rencontre c a en un point que 
Ton joint par une droite au point obtenu de la meme maniere sur c h ; 
cette droite rencontre la normale 07 ^ au point 72 qui est le centre de 
courbure cherche. 

On construit de la meme maniere sur la normale le centre de 

^ “ Comptes Bendiis des Seances de FAcademie des Sciences.’"' Seances des 11 et 
18 Jnin, 1860. 

t “ Becneil de Th^oremes relatifs anx Sections Coniques.” Par M. H. Eaure. 
(Paris: Grautliier-Villars. 1867.) 



326 


Lient.-Col. A. Mannheim. 


[Feb. 2, 

courbure Thyperbole qui a pour foyers a et 5, et qui passe par le 

point c. Ce point est nn centre de conrbure principal de ]’hyper- 
boloide p). 

En faisant nsage des points 5^, on retronve le centre de conrbure 
72 et on determine sur la normale le centre de conrbure principal 

de rhyperboloide (H). 

Nous avons done determine les centres de conrbure principanx ^ 2 , 72 
qui nous restaient a trouver. 

La droite ^ 2 ? ^2 Vaxe de courhure de la courhe d'intersection D des 
deux liyperboldides (D) et (H). 

Comme on a pu le remar quer, en meme temps que nous deter minion 
les points ^ 2 , ^2 nous avons retronve les centres de conrbure principanx 
de I’ellipsoide (E). 

Ces points 72 , 73 etablissent done une liaison entre les constructions 
resultant des deux theoremes absolument difterents d’ou nous sommes 
partis. Yerifions directement cette liaison et pour cela demontrons 
deux lemmes. 

1”. On donne %in angle men {fig. 2) et un ^oint fixe i de sa hissec-- 
trice. Par le ^point i ou mhie la transversale mn et des points m, n, on 
Sieve respectivement des perpendiculaires aux cotes de Vangle. Ges per- 
pendiculaires rencontrent la hissectrice aux points m', n': le conjugue 
Jiarmonigue i' de c, par rapport d m', n' est le meme quelle qioe soit la 
transversale m n. 

nr» j ^ I ^ ^ OC 

En eliet, on a — +—=-; 

cm cn ci 

en appelant a la moitie de Tangle donne. II resulte de la: 

11 _2 . cos a 

cm cos . a cn cos . a c^ 


d’ou 


1 1 __2 cos^ 

cm' cn ci 


Mais le premier membre de cette egalite est egal a —, on a done 

ci 


Cette valeur de ct etant independante de la direction de m n, le 
lemme est demontre. 

2°. On donne deux angles men, m" c n" {fig- 2 ) ay ant meme sommetc 
et meme hissectrice c i. Du point fixe i on mene une transversale m n qui 
rencontre les cotes de Vun des angles en m, n. De ces points on Sieve 
respectivement a ces cotes les perpendiculaires mm'', n n". Ges droites 
rencontrent les cotes du second angle en m", n" : la droite m" n" coupe la 
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bissectrice ci en un 'point i" qui reste fixe, lorsque m n tourne autour 
de i. 

Til £C 1. 1 I 1 2 . COS oc 

Bneffet, ona: — +—=-— 

cm on Cl 


d’ou 


1 _j_ 1 _ 2 cos a . cos 

77 ' 77 ””” » 

cm cn Cl 


en appelant /3 la moitie de Tangle m'cn", 

Mais le premier membre de cette egalite est egal a 


done 


1 __COS a . cos (a,—ft) 
ci” ci . cos p 


On a 


Cette valenr de ci” etant independante de la direction de m le 
second lemme est demontre. 

E-eprenons le cone circonscrit a (O) et dont le sommet est c (fig. 1 ). 
Appelons I le point on le plan {a b, a-^ b^ rencontre la normale C 71 . 
Faisons tonrner le plan c b^ antour de c Z pour le faire co'incider avec 
le plan acb. Designons par to Tangle lead par to^ Tangle I c a^', nous 
supposerons co plus grand que Ainsi amenes en coincidence les 
angles acb, a^ c b^ torment, sur le plan acb, une figure analogue 
a la figure ( 2 ). 

II resulte du second lemme que le centre de courbure pent 
s’obtenir, comme precedemment, en menant sur le plan a c b et par le 
point I une droite quelconque. Prenons alors la transversale menee 
par le point I perpendiculairement a c Z. Cette droite rencontre les 
cotes de Tangle acb aux extremites du grand axe de Tellipse qui 



328 Lieiit.-Col. A. Mannheim. [Feb. 2, 


resulte de rintersection du cone et d’un plan, issn dn point I et per- 
pendiculaire a c 1 . Appelons (V) cette ellipse de centre Z. 

Les demi-axes de Tellipse sent eganx a c Z tang w, c Z tang wi. Le rayon 
de conrbnre p de cette conrbe a rextremite dn grand axe est alors egal a 
cl tang^ 00^ 
tang w . 

D^apres le second lemme le centre de conrbnre principal dn cone 
correspondant a rextremite dn grand axe de (Z) se projette snr c Z an 
point 


On a alors 07^=cZ+Z71=cZ+p tang w, 

et en introdnisant la valenr de p, il vient: 

d 

COS"' 

Mais cette valenr de 07^^, on I’obtient directement d’apres le premier 
lemme en prenant la section principale la verification qne 

lions nons proposions de faire est done achevee. 

Nons avons en ontre les expressions des rayons de conrbnre princi- 
panx des snrfaces homofocales a (0), ainsi : 

cl d 

C7i =-, C73=— 

cos-^ ool COSTCO 

De la meme maniere en appelant V et Z" les points de rencontre dn 
plan {ah, hi) avec les normales cdi, c^]i on a : 

cZ' 

nn2 /,), 




erj^- 


Ponr determiner et crji, nons n’avons qn’a considerer le demi- 
angle compris entre les asymptotes de I’ellipse (Z). Appelons 0 cet 
angle. On a: 


tang- (p- 


■oP' tang- CfJi __tang2 


cP tang^ (fj 


tang2 < 


T, V o / tang2 u) 

don cos-0=----, 

tang^ w —tang 3 

et par snite 

_ cV (tang^ ID —tang^ Wj) ^ cZ"(tang 2 w — tang^ Wj) 

^ tang2 tang^ 

II fant remarqner qne ^2 i® point V sont par rapport a c d’nn 
meme cote snr la normale cV, et qne le centre de conrbnre ®st de 
cote different si nons snpposons qne ^i et ^2 soient les centres de conr- 

Cette perpendiculaire a cZ qui donne le point yi remplace la droite 1, dont nous 
^vons paide precedemment. 
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bnre principaux de Thyperboloide a une nappe (D) qui est une 
surface a courbures opposees. 

Au moyen de ces valeurs, on verifie tout de suite le theoreme de 
Lame qui consiste en ce que le jproduit 67^ X X est egal d moins le 
^roduit C72 X X crj^, 

Puisque les rayons de courbure principaux 07;^, ey^ ne dependent que 
du segment c I et des angles compris entre les generatrices qui 
forment les sections principales du cone de sommet c, on a le theoreme 
suivant: 

On donne un cone du second, ordre de sommet c, point 1 sur Vun de 
ses axes, et par ce point on mene un plan arhitraire qui coupe le cone 
suivant une certaine courhe. Le long de ceite courhe on inscrit dans le 
cone une surface du second ordre quelconque, et Von construit la surface 
homofocale d celle-ci qui passe en c et qui a poiir normale en ce point la 
droite cl. Cette surface et toutes les surfaces analogues, que Von ohtient 
en faisant varier le plan secant mene par 1 et les surfaces du second ordre 
inscrites, sent osculatrices entr^elles au point c. 

Reprenons la ligne de courbure E de Tellipsoide (E)j cette ligne 
dtant le lieu du sommet de Tangle constant a c &, il resulte de Tex¬ 
pression de C73 que: 

Les rayons de courbure tels que C73 des seciions faites dans (E) par des 
plans normaux d E sent propertionnels aux segments tels que cl. 

La ligne de courbure E pent etre engendree, comme nous Tavons dit 
en commen^ant, en employant Tun quelconque des ellipsoides bomo- 
focaux a ( 0 ). Parmi ceux-ci nous pouvons prendre celui qui, limite 
.a Tellipse focale de (E), est infiniment aplati et appliquer le resultat 
precedent. Nous voyons alors que : 

Les rayons de courbure, tels que 073, des sections faites dans (E) po/r 
des plans normaux d E sent proportionnels aux segments compris sur ces 
rayons entre les points de E et les points ou ces rayons rencontrent le plan 
de Vellipse focale de (E). 

Comme les plans principaux d’lin ellipsoide determinent sur une 
normale quelconque de cette surface des segments proportionnels, on 
pent remplacer dans cet enonce le plan de Vellipse focale par Vun queU 
Gonque des plans principaux de Vellipsoide. 

Appelons n le point ou la normale c I rencontre le plan de Tellipse 
focale de (E). Puisque les rayons de courbure tels que 072 pour les 
points de E sont proportionnels k cl et k cn, ces segments sont pro¬ 
portionnels entr’eux. On a alors ce theoreme : 

Les normales d (E), issues des points de E, sont partagees 'par les 
plans polaires de ces points pris par rapport d des ellipsoides homofocaux 
d (E), en segments proportionnels. 

Cherchons comment varient pour les points de E les rayons de cour¬ 
bure, tels que 07^, des sections faites dans (E) par des plans normaux 
a cette surface et tangents a E. 
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On sait, depnis Diipin,=^ qne le prodnit des rajons de conrbnre 
principanx en un point d’nne surface de second ordre est inverse- 
ment proportionnel a la quatrieme puissance de la distance du centre 
de la surface au plan tangent en ce point. 

Appelons o p la perpendiculaire abaissee de o sur le plan tangent en 

c a (E). On a alors X 070= 525 ^. 

Et comme le prodnit op X const®, on a done 

^ C7o=const® X c#. 

Mais pour les points de E les rayons de courbure tels que <372 sent 
proportionnels k cu', d’apres cela nous retrouvons ce theoreme connu. 

Les rayons de courhure^ tels que 0 73^, des sections faites dans E par des 
plans normaux d cette surface et tangents d E, sont proportionnels au cube 
des nor males issues des points de cette courbe.f 
cl 

Et comine — est constant pour les points de E, nous aioutons : 
cn 

Ces rayons de courbure sont aussi proportionnels aux cubes des segments 
tels que c 1. 

D’apres cela on pent ecrire : 

—^—=const X 

COS^ 

d’ou cZ X cos 0^1=: const®. Ainsi: 

Les projections des segments tels que c 1 sur les droites telles que c a^,. 
sont de gra^ideur constante^ q^ielle que soit la position de c sur E. 

La ligne de courbure E pent etre prise dans I’un des plans princi- 
paux de (E) ; on voit ainsi que ce theoreme s’applique a deux coniques 
homofocales. 

Prenons arbitrairement un ellipsoide homofocal a (O). Soit, dans le 
plan a^ c la generatrice c a^ du cone de sommet c qui est circonscrit 
a cette surface. On a 

d cL 

^ 7 l =-= 

COS-^ COi COS'" iVo 

en appelant c \ et oj^ les elements relatifs a cette surface et qui sont 
analogues a c Z et Mais c \ est proportionnelle a c n. Done le 

rapport — est constant pour les points de E. On voit alors que 
cZj 

£ 2 -— 1 —const® ; ou en prenant les complements des angles : 
cos 

^ ‘‘ Deyeloppements de Greometrie,” p. 212. 

t De ce theoreme resulte facilement que :—Leslignes de contour apparent de (E), 
projete orthogonalement sur des plans normaux d cette surface et tangents d E, sont 
des ellipses de meme aire. 
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Les droites telles que c a|, c Eg, font avec le pla 7 i tangent en c d (E) des 
angles dont le rapyort des sinus est constant, quelle que soil la position de 
c sur E. 

Ce tlieoreme etant Yrai pour la ligne de courbure de (E), qui est 
dans Tun des plans principaux de cette surface, s’applique a des 
coniques homofocales ; par consequent: 

Etant donnees trois coniques homofocales, si d’un point c de Vune, on 
mene une tangente a chacune des deux autres: le rapport des sinus des- 
angles, que ces tangentes fort avec la tangente en c d la premiere, est con^ 
stant, quelle que soit la position de c sur cette courhe. 

Yoici encore un moyen de faire voir comment sont lies entr’eux les 
centres de courbure principaux des trois surfaces homofocales a (O) 
qui passent par c. 

Dans le plan (a c h) les points 7^ et ^3 sont les centres de courbure 
de deux coniques qui ont pour foyers les points a et h, et qui passent 
par c. On sait alors* que le point relatif a Tune de ses courbes, est 
le pole de la droite c 73 par rapport a I’autre courbe. II resulte de la 
que la droite 73 ^3 est perpendiculaire a la droite qu’on obtient en 
prenant la symetrique, par rapport a c 73, de la projection du diametre 
0 c sur le plan (a c h).f 

De meme pour la droite 7^ elle est perpendiculaire au symetrique^ 
par rapport a la normale c I, de la projection sur le plan a^ c du 
meme diametre 0 c. On pent alors dire: 

Les droites 73 ^3, sont perpendiculaires d la direction suivant 

laquelle le diametre o c serait reflechi en c si la surface (E) etait refie- 
chissante. 


II. On Measuring the relative Thermal Intensity of the Sun,, 
and on a Self-Registering Instrument for that Purpose.’’ 
By E. FranklANd, D.C.L. , F.R.S. Received January 24, 
1882. 

The thermometric estimation of relative solar intensity, according 
to the best known means, requires first the determination of the 
temperature of the air—so-called shade temperature—and secondly, 
and simultaneously, that of a thermometer with a blackened bulb 
placed m vacuo in the sunshine—sun temperature : the difference 

^ Yoir ‘‘ Treatise on Conic Sections.” By Rev. G-. Salmon. (6tli edition, p. 56.) 
t Pour arriver a ce resnltat, il snffit d’appliquer au point ^2 de la tangente 
theoreme dfi a M. Ribaucour :—“ D’un point m, pris arbitrairement sur la tangente 
en c a une conique, on abaisse des perpendiculaires sur la polaire de m et sur le dia¬ 
metre aboutissant en c, elles interceptent, sur la normale en c, un segment egal au 
rayon de courbure en ce point.” 
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